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1 Einführung

1.1 Zur Arbeit mit dem Leitprogramm

Die Vektorgeometrie ist ein relativ neues Gebiet der Mathematik: es stammt aus dem 19. Jahr-
hundert. Zum Vergleich: Dinge wie der Satz des Pythagoras sind schon im alten Babylon bekannt
gewesen, die systematische Grundlegung der Geometrie mit all ihren Konstruktionen fand in der
Zeit der Griechen ihre Blüte. Die Trigonometrie ist genau wie die Algebra in Arabien um die
Jahrtausendwende (die vorletzte) entstanden.

In der Vektorgeometrie wird die Geometrie noch mehr der Algebra zugänglich gemacht. Vekto-
ren, Ebenen und Geraden lassen sich in Koordinaten darstellen und so rechnerisch addieren und
strecken. Winkel lassen sich mit den trigonometrischen Funktionen berechnen.

Mit diesem Leitprogramm kannst du dich in die Vektorgeometrie eiarbeiten. An vielen Stellen
ist die Anschauung wichtig. Arbeite deshalb mit Deiner NachbarIn eng zusammen, so dass ihr
miteinander die Zusammenhänge erschliessen könnt. Grössere Gruppen sollten sich aber nicht
bilden.

Wenn mal etwas nicht gleich verstanden wird, solltest du, erstens noch einmal nachdenken, zwei-
tens deine NachbarIn fragen und drittens dich an die Lehrkraft wenden.

Zur Lernkontrolle sind Tests in das Leitprogramm eingebaut. Wenn du so weit gekommen bist,
wende dich bitte an die Lehrkraft, das gibt dann ein Aufgabenblatt (Kapiteltest), das du ohne Hil-
fe lösen sollst. Die Lösung zum Blatt wird abgegeben und von der Lehrkraft korrigiert. Sollte sie
noch Fehler enthalten, so teilt die Lehrkraft mit, was zu tunist.

Die Aufgabennummern beziehen sich auf das Buch:

Torsten Linnemann, Andreas Nüesch, Christian Rüede und Hansjürg Stocker (2009): Vektoren:
Raumvorstellung, Kalkül, Anwendung. Zürich: Orell FüssliVerlag (ISBN: 978-3-280-04058-4)

Dieses Buch muss also zur Verwendung des Leitprogrammes vorliegen.

Das Leitprogramm soll als elementare Einführung verstanden werden. Für ein tieferes Verständnis
sind weitere Aufgaben, zum Beispiel aus oben genanntem Buch, notwendig.
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KAPITEL 1. EINFÜHRUNG Kapitel 1. Einführung

1.2 Übersicht über das Leitprogramm

Zum Einstieg gleich einige Aufgaben aus dem Buch:� Bearbeite die Aufgaben 1.1 bis 1.3.

In den Kapiteln 2 und 3 werden die Grundlagen der Vektorrechnung gelegt. Vektoren lassen sich
addieren und subtrahieren. Sie können mit Zahlen multipliziert werden: Daraus entsteht dieVek-
toralgebra. Dann lernt ihr zwei wichtige Methoden kennen, Vektoren miteinander zu verknüpfen:
Skalarprodukt und Vektorprodukt. Diese beiden erlauben es, festzustellen, ob Vektoren senkrecht
zueinander sind und Winkel zwischen Vektoren zu berechnen.

Nach den Kapiteln 2 und?? könnt ihr:

• Vektoren zeichnerisch und in Koordinaten addieren und strecken.

• Vektoren aus der Koordinatendarstellung heraus zeichnen und feststellen, ob sie parallel
sind.

• die Längen von Vektoren in Ebene und Raum aus den Koordinatenbestimmen.

• den Winkel zwischen zwei Vektoren mit demSkalarprodukt bestimmen.

• mit demSkalarprodukt bestimmen, ob Vektoren senkrecht zueinander sind.

• zu zwei Vektoren einen dritten berechnen, der senkrecht aufden beiden steht. Dazu ist das
Vektorprodukt da.

Im Kapitel 4 wird dies aufGeraden angewendet: Mit Hilfe von Koordinaten und Vektoren las-
sen sich diese algebraisch beschreiben und auch Schnittpunkte ermitteln. Mit dem Skalarprodukt
lassen sich Winkel bestimmen und auch zwei Schreibweisen von Geraden miteinander verbinden:
die (neu zu lernende Schreibweise mit Vektoren) und die Geradengleichungeny = mx+q.

Im Kapitel 5 wird dieses Programm aufEbenen angewendet. Hier kommt dann auch das Vektor-
produkt zum Zuge. Ausserdem wird die gegenseitige Lage von Geraden und Ebenen betrachtet.
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2 Vektoralgebra

2.1 Verschiebungen und Pfeile

In der Geometrie habt ihr verschiedene «Kongruenzabbildungen» kennen gelernt. Es sind dies
zum Beispiel Geradenspiegelungen, Drehungen und Verschiebungen. Für die Vektorgeometrie
besonders wichtig sind die Verschiebungen. (Drehungen lassen sich mit Hilfe von Geometrie und
Vektoren dann auch beschreiben – das erfolgt aber nicht in diesem Leitprogramm.)

Bei einer Verschiebung werdenalle Punkte der Ebene um eine gewisse Länge in eine gewisse
Richtung verschoben. Punkt und Bildpunkt lassen sich mit einem Pfeil verbinden. Die Menge
dieser gleich langen und gleich gerichteten Pfeile beschreibt also die Verschiebung. Eigentlich
reicht aber ein Pfeil aus, um die Verschiebung zu beschreiben. Der Ansatzpunkt des Pfeils ist
dann einfach verschieden für jeden zu verschiebenden Punkt. Das führt zu folgender Definition:

Definition 1

Ein Vektor fasst alle gleich langen Pfeile gleicher Richtung zusammen.
Ein gezeichneter Pfeilrepräsentiertdiesen Vektor.

Beispiel 1

�
�
��

�
�
�� �

�
��

�
�
��

�
�
��#»a

#»a

#»a
#»a

#»a

Alle oben gezeichneten Pfeile repräsentieren den gleichenVektor. Wird im Folgenden ein Buch-
stabe mit einem Pfeil gekennzeichnet, so handelt es sich um einen Vektor. Beispiel:#»a

Verschiebungen lassen sich aneinanderhängen. Das wird mitder Addtion von Vektoren realisiert.
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KAPITEL 2. VEKTORALGEBRA Kapitel 2. Vektoralgebra

Definition 2

Mit #»a +
#»

b wird ein Vektor bezeichnet, der folgendermassen durch «Aneinanderhängen» der
beiden ursprünglichen Vektoren entsteht:

-�
�
��

#»a

#»

b
-�

�
��

�
�
��
-

#»a

#»

b

#»a

#»

b
-�

�
��

���������1

�
�
��
-

#»a

#»

b

#»a

#»

b#»a +
#»

b

Ebenso lässt sich die Verlängerung eines Vektors realisieren:

Definition 3

Das Produkt des Vektors#»a =







a1

a2

a3






mit r ∈R ist r Mal so lang wie#»a und zeigt fürr grös-

ser0 in die gleiche Richtung wie#»a und fürr kleiner0 in die entgegengesetzte Richtung.

�����1#»a

���������1# »

2a
r

�������������1
# »

3a
r

r

�����)

#  »−a
���������)

#     »−2a
r

�������������)

#     »−3a
r

r

Definition 4

DerKehrvektor von #»a ist gleich lang wie#»a , schaut aber in die entgegengesetzte Richtung.
Wir bezeichnen ihn mit− #»a .

�����1#»a �����)

#  »−a
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2.1. VERSCHIEBUNGEN UND PFEILE� Bearbeite die Aufgaben 2.1 bis 2.4.

Definition 5

[Linearkombinationen] Der Vektorr #»a + s
#»

b heisst Linearkombination der Vektoren#»a und
#»

b

Beispiel 2

Der Vektor #»a aus Aufgabe 2.1 lässt sich folgendermassen als Linearkombination von
#»

b und
#»

d
schreiben:
#»a =

#»

d −0.5
#»

b� Bearbeite Aufgabe 2.19.

Definition 6

zwei Vektoren heissenkollinear, wenn es eine Zahlr 6= 0 gibt, so dassr #»a =
#»

b .

Oft werden wir zwei Punkte verbinden müssen. Der Vektor, derdie Verschiebung vom einen zum
anderen Punkt realisiert, bekommt eine besondere Bezeichnung.

Definition 7

Gegeben sind zwei PunkteA undB. Der Vektor, der die Verschiebung vonA nachB bedeu-
tet, heisst

#  »

AB. Er wird repräsentiert durch einen Pfeil vonA nachB.

Definition 8

Der Vektor
#  »

OA heisstOrtsvektorzum PunktA. Er hat einen Repräsentanten, der vom Ur-
sprung nachA zeigt.

Beachte, dass
#  »

AB und
#  »

BA entgegengesetzte Vorzeichen haben.� Bearbeite die Aufgaben 2.6 und 2.21 (6 Teilaufgaben) und
2.25.
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KAPITEL 2. VEKTORALGEBRA Kapitel 2. Vektoralgebra

2.2 Vektoren in Komponentendarstellung

Um die Position eines Flugzeuges anzugeben werden drei Angaben benötigt: Die Position in Ost-
West-Richtung, die Position in Nord-Süd-Richtung und die Flughöhe.

Dies ist allgemein so, wenn eine Position im Raume beschrieben werden soll.

Genau wie beim ebenen Koordinatensystem wählen wir uns einen PunktO(0 | 0/0) als Ursprung
des Koordinatensystems. Jeder Punkt hat dann drei Koordinaten. Ein Punkt lässt sich kennzeich-
nen alsP(x/y/z). Dabei ist diez-Koordinate die Höhe. diez-Achse wird also nach oben gezeich-
net, diey-Achse verläuft horizontal und diex-Achse müsste jetzt nach vorne aus dem Blatt her-
ausschauen. Wir stellen uns nun vor, wir würden schräg von oben auf den Koordinatenursprung
schauen. Dann können wir diex-Achse als schräg nach unten laufend zeichnen:

1

1

1

x

y

z

1

1

1

x

y

z

Im zweiten Bild ist zu sehen, wie typischerweise die Einheiten gewählt werden: zwei Häuschen
auf y- und z-Achse und ein «diagonales» Häuschen auf derx-Achse. Wird von schräg oben ge-
schaut, so erscheint diex-Achse ja auch verkürzt – dem wird also Rechnung getragen.� Bearbeite die Aufgaben 3.1 bis 3.3.

Auftrag: Stelle mit drei je 10 cm langen Stäbchen ein eigenesdreidimensionales Koordinaten-
system her. Dabei sind 2 cm eine Einheit.Zeige Deiner NachbarIn die PunkteP, S und R.

Dieses Koordinatensystem werden wir im Weiteren als Modellhäufig brauchen. Bringt es bitte
jeweils zum Unterricht mit.

Bemerkung: Die xy-Ebene ist die Ebene, in der diez-Koordinate Null ist. Es ist also die aus
der ebenen Geometrie gewohnte Ebene. Analog ist diexz-Ebene die vertikale Ebene, die aus der
Zeichnung herausschaut und dieyz-Ebene ist die Ebene, die bei unserer Darstellung dem Zei-
chenblatt entspricht.� Bearbeite die Aufgaben 3.4 und 3.5.

Nun solltet ihr das dreidimensionale, räumliche Koordinatensystem kennen. Im Folgenden werden
wir sowohl Probleme im Raume als auch in der Ebene behandeln.Die Herangehensweisen sind
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2.2. VEKTOREN IN KOMPONENTENDARSTELLUNG

jeweils die gleichen, nur dass im Raume eine dritte Koordinate vorkommt. Das gibt Rechenauf-
wand, meistens aber keine zusätzlichen konzeptionellen Schwierigkeiten. Aus dem Zusammen-
hang wird jeweils hervorgehen, ob es sich um den Raum oder dieEbene handelt.

2.2.1 Rechenregeln

Betrachte die Vektoren







1
2
0






und







2
4
0






im Koordinatensystem. Sie zeigen in die gleiche Rich-

tung, wobei der eine Vektor doppelt so lang wie der andere ist.

Beispiel 3

Für #»a =







6
−4
5






gilt − #»a =







−6
4
−5






und

1
2

#»a =







3
−2
2.5






.

Veranschauliche dir dies im Modell.

Die Addition zweier Vektoren erfolgt im Koordinatensystemdurch die Addition der Komponen-
ten:

Satz 1

Gegeben sind die Vektoren#»a =







a1

a2

a3






und

#»

b =







b1

b2

b3






.

Die Summe #»a +
#»

b beträgt:

#»a +
#»

b =







a1+b1

a2+b2

a3+b3







Ebenso die Multiplikation:

Satz 2

Für #»a =







a1

a2

a3






ist r #»a =







ra1

ra2

ra3







� Bearbeite die Aufgaben 3.7 bis 3.9.
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KAPITEL 2. VEKTORALGEBRA Kapitel 2. Vektoralgebra

In den folgenden Aufgaben werden häufig dieÜbungskoordinaten verwendet. Lies dazu die Sei-
te 11 im Buch. Es lohnt sich, die Ergebnisse der nächsten Aufgaben herausgehoben zu notieren,
denn sie werden immer wieder benötigt.� Bearbeite die Aufgaben 3.10, 3.11 a bis e, 3.12 und 3.13.

2.2.2 Die Länge eines Vektors

Ein Vektor entspricht einer Verschiebung. Eine Verschiebung wird gekennzeichnet durch Richtung
und Länge. Wichtig ist also die Länge eines Vektors.

Um die Länge des Vektors#»a =







a1

a2

a3






zu bestimmen, wählen wir einen Pfeil, der im Ursprung

O ansetzt. Er deutet dann zu einem PunktP. Wir brauchen also den Abstand des PunktesP vom
Koordinatenursprung. Dazu zeichnen wir wieder einen Quader mit den Seitenlängena1 bis a3.

Zu berechnen ist also die LängeD des Pfeils. Dazu
berechnen wir zunächst die Länge der Diagonalen
d der Grundfläche:d2 = a2

1 + a2
2. Bei der EckeE

ergibt sich wieder ein rechtwinkliges Dreieck mit den
Kathetenlängend und a3 und der HypotenuseD. Es
ergibt sichD2 = d2 + a2

3 = a2
1 + a2

2 + a2
3. Das Ziehen

der Wurzel gibt die Länge des Vektors.
O

E

a1

a2

a3

dD

P

Definition 9

Die Länge des Vektors#»a wird mit | #»a | oder auch einfach mita bezeichnet.

Satz 3

Für die Länge von#»a =







a1

a2

a3






gilt a =| #»a |=

√

a2
1+a2

2+a2
3 .

Beispiel 4

Finde einen Vektor, der parallel zu#»a =







4
3
0






ist und die Länge 4 hat:

Wir berechnen zunächst die Länge von#»a , alsoa =
√

42+32+02 = 5. Wir multiplizieren #»a mit
1
5 und erhalten einen Vektor der Länge 1, den wir dann mit 4 multiplizieren, oder wir multiplizie-
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2.2. VEKTOREN IN KOMPONENTENDARSTELLUNG

ren gleich mit45.

4
5

#»a =
4
5
·







4
3
0






=







16/5
12/5

0






=







3.2
2.4
0







Eine weitere Lösung ist übrigens







−3.2
−2.4

0






.� Bearbeite die Aufgaben 3.15 bis 3.18.

Zum Abschluss des Kapitels noch einige geometrische Aufgaben:� Bearbeite die Aufgaben 3.21, 3.24 und 3.27.

und noch eine Rechnung mit Linearkombinationen:� Bearbeite Aufgabe 3.31.

2.2.3 Taschenrechner

Viele graphikfähige Taschenrechner beherrschen die Vektorrechnung.

Beispiel: Eingabe von [3;2;4] liefert den Vektor (bitte selber durchführen). . ..

Vektorrechnungen können dann zum Beispiel erfolgen mit 4·[3;2;4] oder [3;2;4]+[-2;0;3]

Oft ist es sinnvoll, Vektoren zu speichern, da sie oft wiedervorkommen und die Eingabe recht
mühsam ist. Speichere die Vektoren

#  »

AB,
#  »

BC und
#  »

AE, die zu den Übungskoordinaten gehören, ab.
Das hilft später sehr bei der Arbeit.

Oft findet sich für die Länge das Kommandonorm . Es ergibt sich also für die Länge von [3;2;4]
die Rechnung norm([3;2;4])=

√
29

Berechne zur Übung mit dem Taschenrechner die Längen der Kanten des Spats

Bitte melde dich jetzt zum Kapiteltest an!
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3 Produkte

3.1 Winkel – das Skalarprodukt

Nachdem die Länge von Vektoren nun behandelt ist, fehlt nochdie Richtung. In diesem Ab-
schnitt wird gezeigt, wie der Winkel zwischen Vektoren bestimmt werden kann. Die Richtung
ergibt sich dann durch den Winkel zurx-,y- und z-Achse.

Wir behandeln das Problem zunächst in der Ebene – im Raume kommt einfach eine weitere
Komponente hinzu.

Gesucht ist der Winkel zwischen#»a =

(

a1

a2

)

und
#»

b =

(

b1

b2

)

.

Dazu betrachten wir den Verbindungsvektor#»c =
#»

b − #»a =
(

b1−a1

b2−a2

)

.

Für die Beträge gilt der Cosinussatz:

#»a
#»

b

#»c

γ

c2 = a2+b2−2abcosγ

(b1−a1)
2+(b2−a2)

2 = a2
1+a2

2+b2
1+b2

2−2abcosγ

b2
1−2a1b1+a2

1+b2
2−2a2b2+a2

2 = a2
1+a2

2+b2
1+b2

2−2abcosγ

−2a1b1−2a2b2 = −2abcosγ

a1b1+a2b2 = abcosγ

Bei der Berechnung des Winkels aus dem Cosinus spielt die linke Seite eine wichtige Rolle. Sie
bekommt einen extra Namen. Zum Ausgleich erfolgt die Definition in drei Dimensionen.

Definition 10

Das Skalarprodukt der Vektoren#»a =







a1

a2

a3






und

#»

b =







b1

b2

b3






lautet

#»a • #»

b = a1b1+a2b2+a3b3 =
n

∑
k=1

akbk
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3.1. SKALARPRODUKT

Die Definition mit Summenzeichen gilt für jede Dimensionn. Bei uns kommtn = 2 undn = 3 in
Frage.

Bemerkung: Skalar bedeutet Zahl.

Damit haben wir:

Satz 4

#»a • #»

b = abcosγ und (3.1)

γ = cos−1

(

#»a • #»

b
ab

)

(3.2)

Die Gleichung 3.1 bedeutet, dass wir zwei Beschreibungen für das Skalarprodukt haben, einmal
über die Summea1b1 + a2b2 + a3b3 und zum anderen mit dem Winkel. Durch geschicktes Hin-
und Herwechseln zwischen diesen Betrachtungsweisen werden sich viele Probleme erschliessen.

Beachte, dass der Satz 4 sehr viel Mathematik benötigt: in der Herleitung haben wir uns auf den
(tiefliegenden) Cosinussatz bezogen für dessen Beweis wir den Satz von Pythagoras benötigten.
Der Satz ist nicht unmittelbar geometrisch einleuchtend, er muss also gelernt werden und kann
dann immer wieder eingesetzt werden.

Bemerkung: Kann dein Taschenrechner auch das Skalaprodukt bestimmen?

(Beispiel TI 84: http://www.tc3.edu/instruct/sbrown/ti83/vecprod.htm)

Jetzt wird der Zusammenhang zwischen Skalarprodukt und Winkel benötigt.

Satz 5

Für zwei Vektoren, deren Länge nicht Null ist, gilt:

∠( #»a ,
#»

b ) = 90◦ ⇐⇒ #»a • #»

b = 0

Mit dem Skalarprodukt lässt sich also prüfen, ob zwei Vektoren senkrecht zueinander sind.

Beweis:cos90◦ = 0. 2
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KAPITEL 3. PRODUKTE Kapitel 3. Produkte

Satz 6

Das Skalarprodukt hat Eigenschaften, die das Produkt reeller Zahlen auch hat:

1. #»a • #»

b =
#»

b • #»a Kommutativgesetz

2. k( #»a • #»

b ) = (k #»a )• #»

b = #»a • (k #»

b )
3. #»a • ( #»

b + #»c ) = #»a • #»

b + #»a • #»c Distributivgesetz

4. #»a • #»a = a2

Beweise:Nachrechnen in Koordinaten. Wir führen dies nur für die letzte Eigenschaft durch:

#»a • #»a = a2
1+a2

2+a2
3

Dies ist gerade das Quadrat des Betrags des Vektors. 2� Bearbeite die Aufgaben 4.1b, 4.2 bis 4.4, 4.7 und 4.13.

3.2 Senkrechte – das Vektorprodukt

Eine Vorübung:� Bearbeite die Aufgaben 5.1.

Das Skalarprodukt zeigt uns, ob zwei Vektoren senkrecht zueinander sind. Oft werden wir aller-
dings das Problem haben, dass wir zu gegebenen Vektoren einen dazu senkrechten Vektor finden
müssen. In der Ebene lässt sich dieses Problem ganz einfach lösen.

Satz 7

Auf #»a =

(

a1

a2

)

steht#»n =

(

a2

−a1

)

senkrecht.

Beweis:Rechne in Koordinaten nach. 2

Natürlich stehen auch alle Vielfachen von#»n auf #»a senkrecht.

Im Raume bilden wir für dieses Problem das Vektorprodukt.
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3.2. VEKTORPRODUKT

Definition 11

DasVektorproduktvon #»a =







a1

a2

a3






und

#»

b =







b1

b2

b3






lautet

#»a × #»

b =







a2b3−a3b2

a3b1−a1b3

a1b2−a2b1







Satz 8

Das Vektorprodukt hat die folgenden Eigenschaften:

1. #»a × #»

b steht senkrecht auf#»a und
#»

b .

2. #»a × #»

b =− #»

b × #»a . (Das Kommutativgesetz gilt also nicht.)

3.
∣

∣

∣

#»a × #»

b
∣

∣

∣
= absin

(

∠

(

#»a ,
#»

b
))

.

Beweis:Die ersten beiden Punkte erschliessen sich durch Nachrechnen in Koordinaten, der letzte
Punkt ist etwas komplizierter – Die Beweise werden weggelassen. 2.

Mit Hilfe des Vektorproduktes können wir also im Raume zu zwei gegebenen Vektoren einen
senkrechten finden und prüfen, ob zwei Vektoren parallel sind. Dann ist das Vektorprodukt Null
wegen der zweiten Eigenschaft.

Oft wird das Vektorprodukt auch Kreuzprodukt genannt.� Bearbeite die Aufgaben 5.2 und 5.3 und 5.8.

Weiterhin gilt der folgende Satz (ohne Beweis):

Satz 9

Das Volumen eines Spats mit den Kanten#»a ,
#»

b und #»c ist
∣

∣

∣

(

#»a × #»

b
)

• #»c
∣

∣

∣

Die Betragsstriche sind nötig, da die Rechnung auch ein negatives Ergebnis geben kann. Ist das
der Fall, wird das Minuszeichen einfach weggelassen.

Aufgabe: Bestimme das Volumen des Spats aus den Übungskoordinaten.

Bitte melde dich jetzt zum Kapiteltest an!
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4 Geraden

Im letzten Kapitel habt ihr gelernt, wie sich Vektoren in derGeometrie anwenden lassen. Ihr
könnt Punkte errechnen und vor allem Längen und Winkel bestimmen.

In diesem Kapitel wird dieses Wissen auf Geraden angewendet. Bisher kennt ihr die Geradenglei-
chung

y = mx+q.

Dabei legtm die Steigung der Geraden fest undq sagt aus, wo die Gerade diey-Achse schneidet.
Alle Punkte(x,y), die die Gleichung erfüllen, liegen auf der Geraden. Diese Form der Gleichung
heisst «Koordinatenform».

Ihr werdet nun eine weitere Beschreibung kennenlernen: Gegeben wird ein (Stütz-)Punkt und ein
Vektor, der eine Richtung anzeigt. Auf der Geraden liegen dann alle Punkte, die vom Stützpunkt
aus in der angegebenen Richtung liegen. Diese Beschreibunghat den Vorteil, dass sie auch im
Raume anwendbar ist.

Die Angaben « Punkt» und «Richtung» werden in einer Gleichung, der «Parameterform» zu-
sammengefasst. Diese Gleichung erlaubt es dann, Schnittpunkte von Geraden zu berechnen und
Schnittwinkel zu bestimmen. Dieser Abschnitt ist der Kern des Kapitels «Geraden».

Schliesslich wird noch auf den Zusammenhang zwischen Koordinatenform und Parameterform
der Geradengleichung eingegangen. Dabei kommen Vektoren,die senkrecht auf der Geraden ste-
hen, ins Spiel.

4.1 Die Parameterform – Geraden und ihre Richtungsvekoren

Aufgabe: Gegeben ist die Geradeg : y = 1
2x+1.

a) Finde vier PunkteA, B, C und D, die auf der Geradeny= 1
2x+1 liegen. (Alle Punkte(x,y),

die die Gleichung erfüllen, liegen auf der Geraden.)

b) Bestimme
#  »

AB,
#  »

AC,
#  »

AD,
#  »

BC,
#  »

BD.

c) Was fällt auf?

Auffallen sollte, dass alle Vektoren, die zwei Punkte der Geraden verbinden, kollinear sind. Sol-
che Vektoren, die ganz auf der Geraden verlaufen, nennen wirRichtungsvektoren der Geraden.
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4.1. PARAMETERFORM

Hier ist P ein Punkt auf der Geraden,#»u ein Rich-
tungsvektor. Der Vektor vom KoordinatenursprungO
nachP wird mit #»p bezeichnet. Die fünf unteren Vek-
toren zeigen alle auf Punkte auf der Geraden, sind
also Ortsvektoren zu Punkten auf der Geraden. Alle
diese Vektoren sind von der Form#»p + t · #»u , wobei t
irgendeine reelle Zahl ist. (Sie kann also auch 0 sein,
dann ergibt sich#»p .)

P

O

#»u

#»p − #»u #»p

#»p + #»u

#»p +2#»u

#»p +4#»u

Definition 12

Die Parameterformeiner Geraden lautetg : #»x = #»p + t · #»u .
Dabei bezeichnetg die Gerade,#»x einen Ortsvektor zu einem Punkt auf der Geraden,#»p den
ausgewähltenStützpunktund #»u einenRichtungsvektor.
Weiter istt ∈ R ein Parameter. Durchläuft er die reellen Zahlen, so ergebensich nach und
nach alle Ortsvektoren der Geraden.

Beispiel 5

Punkte auf der Geradeng : #»x =

(

1
2

)

+ t

(

3
4

)

sind zum BeispielA(−2/−2), B(1,2), C(4,6),

D(7,10)undE(8.5,12)

Aufgabe: Finde jeweils den Wert fürt, der zu den PunktenA bis E führt.

Bemerkungen

1. Die Parameterform beschreibt auch Geraden im Raume. Die Geradengleichungy = mx+ q
beschreibt Geraden nur in der Ebene.

2. Sind #»p und #»q Ortsvekoren zu Punkten auf der Geraden, so ist
#»u = #»p − #»q ein Richtungsvektor.

#»q
#»p

#»u

3. Es spielt keine Rolle, welcher Ortsvektor zur Geraden alsStützvektor genommen wird oder
wie lang der Richtungsvektor ist.

4. Eine Parametergleichung ist eine Vektorgleichung. Sie besteht aus mehreren Gleichungen

#»x =







x1

x2

x3






=







3
4
5






+ t







1
2
6






−→











x1 = 3+1t
x2 = 4+2t
x3 = 5+6t� Bearbeite die Aufgaben 6.13 bis 6.15, 6.18 und 6.19.
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KAPITEL 4. GERADEN Kapitel 4. Geraden

4.2 Die Gerade im Raum

Klar, dass Geraden in der Ebene gleich oder parallel sein können oder sich schneiden können.
Im Raume kommt noch die Möglichkeit windschiefer Geraden hinzu. Zeige im Modell gleiche,
parallele und schneidende Geraden und überlege, was der Begriff windschief bedeuten könnte.
Fülle die Definition aus.

Definition 13

Windschiefheissen Geraden, wenn

Die beiden folgenden Aufgaben laufen auf das Lösen von Gleichungssystemen hinaus. Dabei
muss eines dert durch eins ersetzt werden.� Bearbeite die Aufgaben 6.27 und 6.28.

4.3 Schnittwinkel

Aus der Zeichnung geht hervor, dass sich der Schnitt-
winkel zweier Geraden aus dem Schnittwinkel der
Richtungsvektoren ergibt. Dabei kommen zwei Win-
kel in Frage. Als Schnittwinkel nehmen wir den
spitzen Winkel, in der Zeichnung ist diesα, obwohl
β der Winkel zwischen den Richtungsvektoren ist. Es
gilt α = 180◦−β.

g

h

#»u

#»v

α

β

Satz 10

Der Winkel zwischen zwei Geraden mit Richtungsvektoren#»u und #»v ergibt sich aus der
Formel

γ= cos−1

(

#»u • #»v
uv

)

. Von den beiden Kandidatenγ und180◦−γ ist der Winkel derjenige, der

kleiner als90◦ ist.

Diese Art, den Winkel festzustellen, gilt auch für windschiefe Geraden.� Bearbeite die Aufgaben 6.21 und 6.22.

4.4 Lineare Funktionen und Geraden – die Koordinatenform

Im Kapitel Lineare Funktionen in der Algebra habt ihr gelernt, dass die Graphen linearer Funktio-
nen Geraden sind. Hier ist weniger der Funktionsaspekt als vielmehr die Beschreibung der gan-
zen Geraden wichtig.
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4.4. KOORDINATENFORM

Eine Gerade lässt sich in der Formy = mx + q
darstellen. Dabei istm die Steigung undq der
y-Achsenabschnitt, also der Schnittpunkt mit der
y-Achse.
Die Steigung errechnet sich mit einem Steigungsdrei-

eck zum =
∆y
∆x

=
y2− y1

x2− x1
.

Dabei sind(x1,y1) und (x2,y2) Punkte auf der Gera-
den. Wichtig ist, dass sich unabhängig von der Wahl
des Steigungsdreiecks die gleiche Steigung ergibt.
Der Steigungswinkel ist gegeben durch tanα = m.
Verläuft die Gerade von links oben nach rechts unten,
so istm negativ.

(x1,y1)

(x2,y2)

∆x

∆y

x

y

q

Beispiel 6

Die durchA(2,1) undB(4,5) verlaufende Gerade lautety = 2x−3.

Aufgabe 1

(Hier kommen einige Aufgaben vor, die nicht aus dem Buch stammen – die Lösungen finden sich
am Ende des Leitprogramms.)
Bestimme jeweils die Geradengleichung. Die Gerade geht

a) durchA(−2/1) undB(5/3)

b) durchA(4,7) und hat die Steigungm = 3

c) durchA(5,−2) und schneidet diey-Achse beiy = 4

d) durchA(8,−5) und ist parallel zurx-Achse

e) durchA(−3,2) undB(−3/5)

Die Beschreibung der letzten Gerade gelingt nicht auf Anhieb. Die Steigung ist unendlich. Es
handelt sich nicht um eine Funktion. Es bietet sich zur Beschreibung eine Analogie zur vorletzten
Aufgabe an. Statty =−5 erhalten wirx =−3.

Wir modifizieren nun die Darstellung von Geraden, um auch Senkrechte beschreiben zu können.

Definition 14

Die Darstellungenax + by = c undax + by − c = 0 heissenKoordinatenformder Geraden-
gleichung.
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KAPITEL 4. GERADEN Kapitel 4. Geraden

Beispiel 7

Aus der Funktionsgleichungy = 3x − 5 wird die Koordinatenform 3x− y− 5 = 0. Wahlweise
können wir auch 3x− y = 5 schreiben.

Beispiel 8

Aus der Funktionsgleichungy = −6
5x+ 4 wird die Koordinatenform−6

5x − y+ 4 = 0. Durch
Multiplikation mit -5 können wir sogar den Bruch wegbekommen: 6x+5y−20= 0.
Freunde der Zahl 42 könnten auch schreiben 42x+35y−140= 0. Es gibt viele Koordinatenfor-
men.

Beispiel 9

y =−5 kann so bleiben oder auch alsy+5= 0 geschrieben werden.

Beispiel 10

Eine Senkrechte kann nicht als Funktion aufgefasst werden,es gibt nur die Koordinatenform, z.
B. x+3= 0. Wir können jetzt also mehr als vorher.

Aufgabe 2

Sind die Geradeng : 3x−4y+5= 0 undh : y = 3
4x−4 parallel?

Aufgabe 3

LiegenP(3/4) undQ(22/15) auf der Geraden, die durchA(−3/0) und die Steigungm = 2
3 be-

stimmt ist?

Aufgabe 4

Bestimme die Koordinatengleichung der Geraden, die durchP(4/− 5) geht und parallel ist zur
Geraden 5x−2y+4= 0. (Tipp: Berechne die Steigung.)

4.5 Vergleich von Parameterform und Koordinatenform –

Normalenvektoren

Da die Koordinatenform der Geradengleichung nur in der Ebene zu bilden ist, beschränken wir
uns hier auf die Ebene.

Definition 15

Ein Normalenvektor#»n zum Vektor#»u ist ein Vektor, der auf#»u senkrecht steht. Ein Norma-
lenvektor zu einer Geraden ist zum Richtungsvektor senkrecht.

Bemerkung: Es gilt dann:#»n • #»u = 0.
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4.5. NORMALENVEKTOREN

Beispiel 11

Ein Normalenvektor zu#»r (t) =

(

3
4

)

+ t

(

1
2

)

ist #»n =

(

2
−1

)

Wir multiplizieren nun diese Gerade mit dem Normalenvektor. Allgemein gibt das die Gleichung
#»n • #»x = #»n ( #»p + t #»u )

Die rechte Seite ergibt bei uns:
(

2
−1

)

•
((

3
4

)

+ t

(

1
2

))

=

(

2
−1

)

•
(

3
4

)

+ t ·
(

2
−1

)

•
(

1
2

)

= 6−4+ t ·0= 2

Da es sich um einen Normalenvektor handelt, gab das zweite Produkt Null, also fälltt weg.

Nun wird die linke Seite berechnet:
(

2
−1

)

• #»x =

(

2
−1

)

•
(

x
y

)

= 2x− y

Durch Gleichsetzen ergibt sich 2x− y = 2, also die Koordinatenform der Geradengleichung.

Satz 11

Durch Multiplikation mit einem Normalenvektor ergibt sichaus der Parameterform die
Koordinatenform.

In der Koordinatenformax+by = c ist #»n =

(

a
b

)

ein Normalenvektor der Geraden.

Beispiel 12

Hätten wir im letzten Beispiel als Normalenvektor#»n 2 =

(

−4
2

)

genommen, so hätte sich die

Parameterform−4x+2y =−4 ergeben.

Aufgabe 5

Finde Koordinatenformen zu den Geraden

a) g : #»x =

(

3
4

)

+ t

(

1
2

)

b) h : #»x =

(

4
6

)

+ t

(

2
1

)

c) #»x =

(

5
5

)

+ t

(

1
2

)

d) #»x =

(

4
6

)

+ t

(

1
2

)
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KAPITEL 4. GERADEN Kapitel 4. Geraden

Aufgabe 6

Finde Parameterformen zu den Geraden
a) 2x+4y=7 b) 3x-4y=5 c) 3x-4=0

(Tipp: Aus dem letzten Satz kennen wir den Normalenvektor, der Richtungsvektor ist senkrecht
dazu. Wir brauchen dann noch einen Punkt auf der Geraden, dazu reicht es,einen Punkt(x,y) zu
finden, der die Geradengleichung erfüllt.)

Bitte melde dich jetzt zum Kapiteltest an!

23



5 Ebenen

Eine Ebene ist etwas Zweidimensionales. Deshalb lässt sichdie Parameterform einer Ebenenglei-
chung mit zwei Richtungsvektoren definieren.

Definition 16

Die Parameterformeiner Ebene lautetE : #»x = #»p + t · #»u + s #»v .
Dabei bezeichnetE die Ebene,#»x einen Ortsvektor zu einem Punkt auf der Ebene,#»p den
ausgewähltenStützpunktund #»u und #»v Richtungsvektoren.
Weiter sinds undt ∈ R Parameter. Durchlaufen sie die reellen Zahlen, so ergeben sich nach
und nach alle Ortsvektoren der Geraden.

O

E

#»u

#»v
#»p

r #»u + s #»v

Beispiel 13

Betrachtet wird die Ebene#»r (s, t) =







3
1
2






+ s







1
1
0






+ t







1
2
3






. Es werden die Punkte auf der

Ebene für verschiedene Parameterwerte berechnet.
t -2 -1 0 1 2

s 1 2 3 -1 -2

#»x







2
1
5













4
4
8













6
7
11













3
0
−1













3
−1
4







Um aus drei gegebenen Punkten eine Parameterform zu finden, müssen zwei verschiedene Ver-
bindungsvektoren der Punkte gebildet werden. Das gibt#»u und#»v . Ein Ortsvektor zu einem belie-
bigen der drei Punkte wird dann der Stützvektor.� Bearbeite die Aufgaben 7.2 bis 7.4.
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KAPITEL 5. EBENEN Kapitel 5. Ebenen

5.1 Koordinatengleichung einer Ebene� Bearbeite Aufgabe 7.9.

Definition 17

Die Darstellungenax + by + cz = d undax + by+ cz − d = 0 heissenKoordinatenformder
Ebenenleichung.� Bearbeite die Aufgaben 7.10, 7.13, 7.14 und 7.16.

5.2 Schnittprobleme

5.2.1 Schnitt zweier Ebenen� Bearbeite Aufgabe 7.21.

Mit den vier Parametern haben wir beim Gleichsetzen zweier Parametergleichungen 3 Gleichun-
gen mit 4 Unbekannten. Beim Lösen bleibt ein Parameter übrig. Das wird der Parameter der Ge-
radengleichung.
Beispiel 14

Wir schneiden die Ebenen

#»r (s, t) =







−1
5
2






+ s







1
1
2






+ t







−2
1
3






und #»r (s, t) =







1
3
2






+ s







1
−2
0






+ t







3
1
4






.

Es ergibt sich das Gleichungssystem1

−1+ r−2s = 1+a+3b

5+ r+ s = 3−2a+b

2+2r+3s = 2+4b

Wir lösen das System nachr, s unda auf (mit einem Taschenrechner?)
und erhaltenr = 11b+2

5 unds = −2(b+2)
15 unda = −8(b+2)

15 .
Nun müssen wir uns erinnern, dass wir ja einen Parameter brauchten. Wir setzen füra in die
zweite Ebenengleichung ein2.







1
3
2






+

−8(b+2)
15







1
−2
0






+b







3
1
4






=









37b
15 − 1

15

31b
15 + 77

15

4b+2
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5.3. ABSTANDSPROBLEME

Für diese Rechnung war der Taschenrechner wieder hilfreich. Wir führen nun zur besseren Über-
sichtlichkeit den Parametert = b

15 ein und erhalten die Gerade:

#»r (t) =







−1/15
77/15

2






+ t







37
31
60





� Bearbeite Aufgabe 7.20.

Einfacher wird es, wenn Schnittgeraden mit den Koordinatenebenen ermittelt werden müssen.
Diese heissen Spurgeraden.� Bearbeite Aufgabe 7.19.

5.2.2 Schnitt von Gerade und Ebene

Eine Geradengleichung enthält einen Parameter, eine Ebenengleichung deren zwei. Wird beides
gleichgesetzt, so ergibt sich eine Vektorgleichung in dreiUnbekannten3 Diese Vektorgleichung
entspricht drei normalen Gleichungen.

Drei Gleichungen in drei Unbekannten, das lässt sich lösen.

Ist die Ebenengleichung in Koordinatenform gegeben, so ergibt sich eine Gleichung mit einem
Parameter, einer Unbekannten: das ist noch einfacher zu lösen.� Bearbeite Aufgabe 7.23.

5.3 Abstandsprobleme

5.3.1 Punkt und Ebene

Es soll der Abstand eines PunktesP von einer EbeneE berechnet werden. Dazu müssen wir
senkrecht vom Punkt zur Ebene «laufen».

Um die Senkrechte zu finden, bilden wir das Vektorprodukt derRichtungsvektoren. Dies gibt uns
den Richtungsvektor einer Geraden durchP, senkrecht zuE.

Wir berechnen den DurchstosspunktQ. Die Länge des VektorsQP ist unser gesuchter Punkt.

Schreibe zur folgenden Aufgabe einen ausführlichen Lösungsweg mit Gedankengängen auf.� Bearbeite Aufgabe 7.24.

3Hier werden die Parameter zu den Lösungsvariablen.
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5.3.2 Gerade und Gerade

Der folgende Text gibt eine kurze Anleitung zur Berechnung des Abstandes zweier Geraden. Be-
gründe für dich selber, warum das vorgeschlagene Vorgehen den gesuchten Abstand liefert. Ar-
beite mit der Anschauung, diskutiere mit deinen NachbarInnen, schaue im Internet nach...

Um den Abstand zweier windschiefer Geraden zu berechnen, müssen wir senkrecht von einer
Geraden zur anderen «laufen». Dazu brauchen wir wieder den Normalenvektor der beiden Rich-
tungsvektoren.#»n = #»u × #»v .

Gleichsetzen ergibt die Gleichung

#»p + r #»u + s #»n = #»q + t #»v

Diese lösen wir auf. Es ergibt sich eine Zahl fürs. Die Länge vons #»n ist unser gesuchter Ab-
stand.� Bearbeite die Aufgaben 7.26 und 7.27.

5.3.3 Punkt und Gerade

Aufgabe 7

Berechne den Abstand des PunktesB von der Geraden

a) (CE)

b) (FG).

Bitte melde dich jetzt zum Kapiteltest an!

Lösung 1: a) y = 2/7x+11/7 b) y = 3x−5 c) −6/5x+4 d) y =−5 e) x =−3

Lösung 2: ja

Lösung 3: P ja, Q nein

Lösung 4: 5x−2y−30= 0

Lösung 5:a) 2x− y = 2 b) x−2y =−8 c) 2x− y = 5 d) wie a.

Lösung 6: a) #»r (t) =

(

1.5
1

)

+ t

(

−4
2

)

b) #»r (t) =

(

3
1

)

+ t

(

4
3

)

c) #»r (t) =

(

4/3
0

)

+ t

(

0
1

)

Lösung 7:a) 4.8 b) 7.52
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